
ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап

18 сiчня – 19 сiчня 2025 року, м.Львiв

7 клас

1. Яку найменшу кiлькiсть розрiзiв треба зробити, щоб роздiлити 7 одна-
кових пампухiв порiвну мiж вiсьмома дiтьми?

Вiдповiдь: 11. Розв’язок. Оскiльки
7

8
=

1

2
+
1

4
+
1

8
, то мiнiмальна кiлькiсть

розрiзiв дорiвнює 11 (чотири пампухи потрiбно розрiзати навпiл – чотири
рази по 1 розрiзу, два пампухи на чотири однаковi частини – двiчi по 2
розрiзи, i один пампух на вiсiм однакових частин – двома вертикальними i
одним горизонтальним розрiзом).
Вiдповiдь обгрунтувати.

2. Старий пастух заповiв синам подiлити стадо так, щоб старшому синовi
дiсталося не менше половини стада, середньому – не менше третини, а мо-
лодшому – не менше дев’ятої частини. Коли батько помер, виявилося, що
в стадi 17 корiв. Чи зможуть сини виконати заповiт батька?
Вiдповiдь обгрунтувати.

Вiдповiдь: Так. Розв’язок.
1

2
+

1

3
+

1

9
=

17

18
. Взявши вiдповiдно 9, 6 i

2 корови, Сини виконають заповiт батька, якщо вiзьмуть 9, 6 i 2 корови,

вiдповiдно, позаяк 9 =
18

2
>

17

2
, 6 =

18

3
>

17

3
, a 2 =

18

9
>

17

9
.

3. У Олега було 20 справжнiх монет i 25 фальшивих. Одну монету вiн загу-
бив. Є рiзноваги, якi показують на скiльки грам одна чаша ваги переважує
iншу. Як за допомогою одного зважування визначити, яка монета загуби-
лась, якщо фальшива монета легша на 1 грам за справжню?

Розв’язок. Не важко зрозумiти, що якщо на чашки ваги покласти по 22
монети, то у випадку, коли загубилась фальшива монета рiзниця ваг завжди
буде парною, а у випадку, коли загубилась справжня монета, то рiзниця ваг
буде завжди непарною.

4. Семикласник Петрик перемножив всi натуральнi числа вiд року сво-
го народження до 2025. Потiм вiн обчислив суму цифр отриманого числа,
далi знову обчислив суму цифр отриманої суми i так далi, доки не вийшло
одноцифрове число 3. Чи не помилився Петрик в обчисленнях? Вiдповiдь
обгрунтуйте.

Вiдповiдь: Так, помилився.Розв’язок. Оскiльки 2025 дiлиться не тiльки
на 3, але i на 9, то i отриманий добуток дiлиться на 9. Але, тодi сума цифр
цього добутку, а, отже, сума цифр отриманої суми i т.д. повинна дiлитися
на 9. Проте, 3 на 9 не дiлиться.
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5. Розглянемо всi чотиризначнi натуральнi числа, що дiляться на 42, а двi
середнi цифри в них 42. Цю умову задовольняє, наприклад, число 1428. Чи
є ще iншi такi числа? Вiдповiдь обгрунтувати.

Вiдповiдь: 1428 i 6426.Розв’язок. Зауважимо, що чотиризначне число
вигляду x42y дiлиться на 42, якщо на 42 дiлиться число x00y. Серед таких
чисел є лише п’ять, що дiляться на 7, позаяк на 7 дiлиться 1001. Такими
числами є 8001, 1008, 8008, 6006. Але на 2 i на 3 дiлиться лише числа 1008,
6006. Отже шуканi числа – 1008+420=1428 i 6006+420=6426.

c⃝ 2025, Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, механiко-математичний факуль-

тет
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап

18 сiчня – 19 сiчня 2025 року, м.Львiв

8 клас

1. Дiйсне число x задовольняє рiвняння x + 1
x =

√
5. Чому дорiвнює зна-

чення виразу x11 − 7x7 + x3?

Вiдповiдь: 0. Розв’язок. Пiдносимо обидвi сторони рiвностi x + 1
x =

√
5

до квадрату x2 + 2 + 1
x2 = 5. Звiдси, x2 + 1

x2 = 3 i знову пiдносимо до
квадрату x4 +2+ 1

x4 = 9, тому x4 + 1
x4 = 7. Якщо з виразу з умови винести

x7, то отримаємо x7(x4 − 7+ 1
x4 ). Позаяк x4 + 1

x4 = 7, остаточно отримуємо
x11 − 7x7 + x3 = 0.

2. Найбiльше просте число, що є дiльником числа 16384 є 2, бо 16384 = 214,

а числа 34 є 17, бо 34 = 2 · 17. Яка сума цифр найбiльшого простого числа,
яке є дiльником числа 16383 ?

Вiдповiдь: 10. Розв’язок. Маємо
16383 = 214 − 1 =

(
27 + 1

) (
27 − 1

)
= 129 · 127.

Позаяк число 129 є складеним, то 127 – найбiльше просте число, на яке
можна подiлити 16383. Сума цифр 127 дорiвнює 1 + 2 + 7 = 10

3. Старий пастух заповiв синам подiлити стадо з 43 корiв так, щоб стар-
шому синовi дiсталося не менше половини стада, середньому – не менше
третини, а молодшому – не менше дев’ятої частини. Чи зможуть сини ви-
конати заповiт батька?
Вiдповiдь обгрунтувати.

Вiдповiдь: Так. Розв’язок.
1

2
+
1

3
+
1

9
=

17

18
. Cини виконають заповiт батька,

якщо вiзьмуть, наприклад, 23, 15 i 5 корiв, вiдповiдно, позаяк 23 =
46

2
>

43

2
,

15 =
45

3
>

43

3
, a 5 =

45

9
>

43

9
.

Позаяк 22 найменше цiле число, що задовольняє нерiвнiсть 22 =
44

2
>

43

2
, то iншi два варiанти подiлу спадщини це по 22, 16, 5 та по 22, 15, 6 корiв,

вiдповiдно.

4. У продавця є по 5 гирьок вагою 270 г, 300 г i 693 г. Чи можна за одне
зважування на шалькових терезах без подiлок вiдважити 2025 г сипучого
товару? Вiдповiдь обгрунтувати.

Вiдповiдь. Так, можна. Розв’язок. Зауважимо, наприклад, що 2025 =

5 · 693− 300 · 3− 2 · 270 ⇐⇒ 5 · 693 = 2025 + 300 · 3 + 2 · 270.
Далi, на одну чашку терезiв кладемо 5 гирьок по 693 г, а на iншу (на

яку досипатимемо товар) — 2 гирки по 270 г i 3 гирки по 300 г.
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5. Довести, що в довiльному чотирикутнику з непаралельними сторонами
двi прямi, що сполучають середини протилежних його сторiн, i пряма, що
сполучає середини його дiагоналей, перетинаються в однiй точцi.

Розв’язок.
Нехай ABCD зада-
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ний чотирикутник, AC

i BD – його дiагоналi.
K, L, M i N середини
вiдповiдно сторiн AB, BC,
CD i DA, a Q i P – вiд-
повiдно середини дiаго-
налей AC i BD. Вiдрiз-
ки PN i QL – паралель-
нi i рiвнi як середнi лiнiї

трикутникiв △ABC i △ABD зi спiльною стороною AB, тому NPLQ – па-
ралелограм, а його дiагоналi PQ i NL перетинаються в точцi R, яка є їх
серединою. Аналогiчно вiдрiзки KP i QM – паралельнi i рiвнi як середнi
лiнiї трикутникiв △ABD i △ACD зi спiльною стороною AD, тому KPMQ

– паралелограм, а його дiагональ KM перетинає дiагональ PQ в її серединi
– точцi R. Отже, всi три прямi KM , NL i PQ перетинаються в однiй точцi
R.

c⃝ 2025, В.В. Бабенко, А.О. Куриляк, О.Б, Скаскiв

Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, механiко-математичний факультет
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап

18 сiчня – 19 сiчня 2025 року, м.Львiв

9 клас

1. Знайдiть всi такi цiлi невiд’ємнi числа x та y, для яких виконується
рiвнiсть

x2025 + y2 = 2y.

Вiдповiдь обгрунтувати.

Вiдповiдь: (x, y) ∈ {(0, 0), (0, 2), (1, 1)}. Розв’язок.
Рiвняння нескладно переписується в еквiвалентному виглядi x2025 + (y −
1)2 = 1. Звiдси, за умовою маємо, що

0 ≤ x2025 ≤ 1, (y − 1)2 ≤ 1 =⇒ 0 ≤ x ≤ 1, |y − 1| ≤ 1.

Якщо x = 0, то |y−1| = 1, тобто, y = 0 або y = 2. Якщо x = 1, то |y−1| = 0,
тобто, y = 1.

2. Найбiльше просте число, що є дiльником числа 16384 є 2, бо 16384 = 214,

а числа 34 є 17, бо 34 = 2 · 17. Яка сума цифр найбiльшого простого числа,
яке є дiльником числа 216 − 1 ?

Вiдповiдь: 14. Розв’язок.
Маємо

216 − 1 =
(
28 + 1

) (
28 − 1

)
= 257 ·

(
24 − 1

) (
24 + 1

)
= 257 · 15 · 17.

Позаяк число 257 є простим, то воно є найбiльшим простим числом, на
яке можна подiлити 216 − 1. Сума цифр 257 дорiвнює 2 + 5 + 7 = 14.

3. Довести, що
11

23
<

1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

2025
<

44

45
.

Розв’язок.
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

45 · 46
<

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

452
<

<
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

44 · 45
.

Але,
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

45 · 46
=

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

45
− 1

46
=

1

2
− 1

46
=

11

23
,

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

44 · 45
= 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

44
− 1

45
= 1− 1

45
=

44

45
,

що й треба було довести.

4. Скiльки впорядкованих пар цiлих чисел (m,n) задовольняють рiвнiсть
m2 +mn+ n2 = m2n2?

Вiдповiдь. 3.Розв’язок. Очевидно, m = 0, n = 0 є однiєю з таких пар. Далi,

m2 +mn+ n2 = m2n2 ⇐⇒ m2 +mn+ n2 +mn = m2n2 +mn ⇐⇒
(m+ n)2 = m2n2 +mn ⇐⇒ (m+ n)2 = mn(mn+ 1).
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Позаяк mn(mn+1) є, з одного боку, добутком двох послiдовних цiлих чисел,
а з iншого боку, є повним квадратом цiлого числа, то це можливо, лише у
випадках mn = 0 або mn+1 = 0. З mn = 0 маємо m+ n = 0, тому (m,n) =

(0, 0), а у випадку mn = −1 маємо m + n = 0, звiдки, (m,n) = (1,−1) або
(m,n) = (−1, 1).

5. Нехай ABCD — рiвнобiчна трапецiя з основами BC i AD.

Точки X i Y лежать на дiаго-
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Q

D

Y X

B

C A
2 1 3

налi AC, при чому X мiж A

i Y, як зображено на рисунку.
Припустимо, що ∠AXD = ∠BY C =

90◦, AX = 3, XY = 1 i Y C =

2. Знайдiть площу трапецiї. Вiд-
повiдь обгрунтувати.

Вiдповiдь. 3
√
35. Розв’язок.

Зауважимо, що △BCY ∼ △DAX.

Таким чином, оскiльки CY :

XA = 2 : 3, то BY = 2s i
DX = 3s. За теоремою Пiфа-
гора AB2 = (2s)2+42 = 4s2+

16 i CD2 = (3s)2+32 = 9s2+9.

Оскiльки AB = CD, iз фор-
мулювання задачi, маємо,

4s2 + 16 = 9s2 + 9.

Тодi s =
√
7√
5
. Щоб знайти площу трапецiї, ми можемо обчислити площу

△ABC i додати до неї площу △ACD. Отже, площа трапецiї дорiвнює 1
2 · 2 ·√

7√
5
· 6 +

(
1
2 · 3 ·

√
7√
5
· 6

)
= 15

√
7√

5
= 3

√
35.

c⃝ 2025, В.В. Бабенко, А.О. Куриляк, О.Б, Скаскiв

Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, механiко-математичний факультет

6



ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
18 сiчня – 19 сiчня 2025 року, м.Львiв

10 клас
1. Розв’язати рiвняння√√

x2 + 2025 + x

x
−

√√
x2 + 2025− x

x
= 1.

Вiдповiдь: x = 60. Розв’язок. Нескладно зрозумiти, що ОДЗ x > 0. По-
значимо t =

√
1 + 2025

x2 . тодi з початкового рiвняння отримаємо рiвняння
√
t+ 1−

√
t− 1 = 1 ОДЗ якого t ≥ 1. Розглянемо функцiю

f(t) =
√
t+ 1−

√
t− 1 =

2√
t+ 1 +

√
t− 1

.

Звiдси випливає, що дана функцiя є строго монотонно спадна на iнтер-
валi [1,+∞), а її найбiльше значення дорiвнює f(1) =

√
2. Тому рiвняння√

t+ 1 −
√
t− 1 = 1 має єдиний розв’язок. Маємо

√
t+ 1 −

√
t− 1 = 1 ⇐⇒

t+1 = t−1+2
√
t− 1+1 ⇐⇒ 1 = 2

√
t− 1 ⇐⇒ t0 =

5

4
. Звiдси вже нескладно

отримати, що

x2 =
2025

t20 − 1
= 2025

16

32
= 225 · 16 ⇐⇒ x = 60.

2. Довести, що в довiльному чотирикутнику з попарно мимобiжними сторо-
нами двi прямi, що сполучають середини протилежних його сторiн, i пряма,
що сполучає середини його дiагоналей, перетинаються в однiй точцi.
Розв’язок.

Нехай ABCD заданий чо-
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тирикутник, AC i BD – йо-
го дiагоналi. K, L, M i N се-
редини вiдповiдно сторiн AB,
BC, CD i DA, a Q i P – вiд-
повiдно середини дiагоналей
AC i BD. Вiдрiзки PN i QL

– паралельнi i рiвнi як серед-
нi лiнiї трикутникiв △ABC i
△ABD зi спiльною стороною
AB, тому NPLQ – паралелограм, а його дiагоналi PQ i NL перетинаються
в точцi R, яка є їх серединою. Аналогiчно вiдрiзки KP i QM – паралельнi
i рiвнi як середнi лiнiї трикутникiв △ABD i △ACD зi спiльною стороною
AD, тому KPMQ – паралелограм, а його дiагональ KM перетинає дiа-
гональ PQ в її серединi – точцi R. Отже, всi три прямi KM , NL i PQ

перетинаються в однiй точцi R.
3. Найбiльше просте число, що є дiльником числа 16384 є 2, бо 16384 = 214,

а числа 34 є 17, бо 34 = 2 · 17. Яка сума цифр найбiльшого простого числа,
яке є дiльником числа 218 − 1 ? Вiдповiдь обгрунтувати.
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Вiдповiдь: 10. Розв’язок.Маємо 218−1 =
(
26
)3−1 =

(
26 − 1

) (
212 + 26 + 1

)
=

63 · (4096 + 64 + 1) = 32 · 7 · 4161 = 33 · 7 · 19 · 73. =⇒ 73 – найбiльше просте
число, на яке можна подiлити 218 − 1. Сума цифр 73 дорiвнює 7 + 3 = 10.

4. Знайдiть всi такi цiлi невiд’ємнi числа x та y, для яких виконується
рiвнiсть

x2025 + y5 = −3y2 + 3y + 1.

Вiдповiдь обгрунтувати.

Вiдповiдь: (x, y) ∈ {(1, 0), (0, 1)}.
Розв’язок. Нескладно перевiряється, що функцiя g(t) = −t2 + t в точцi
t = 1/2 має найбiльше значення g(1/2) = 1/4, тому функцiя f(t) = −3t2 +

3t+1 = 3g(t)+1 в точцi t = 1/2 має найбiльше значення f(1/2) = 3/4+1 < 2.
Отже, для всiх цiлих значень x, y маємо

0 ≤ x2025 + y5 = 3y2 − 3y + 1 ≤ 1.

Звiдси, за умовою маємо, що 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 =⇒
max{x2025, y5} = 1 =⇒ x = 1 =⇒ y = 0 або y = 1 =⇒ x = 0.

5. Розв’язати систему рiвнянь

x2
1 + x1x2 + · · ·+ x1x44 + x1x45 = 1,

x1x2 + x2
2 + · · ·+ x2x44 + x2x45 = 3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1x44 + x2x44 + · · ·+ x2

44 + x44x45 = 87,

x1x45 + x2x45 + · · ·+ x44x45 + x2
45 = 89.

Розв’язок. Винесемо в лiвих частинах рiвнянь за дужки спiльний множ-
ник i додамо рiвняння та винесемо в лiвiй частинi суми за дужки спiльний
множник x1+x2+· · ·+x45. Отримаємо (x1 + x2 + · · ·+ x45)

2
= (1+89)+(3+

87)+ · · ·+(43+47)+45 = 90 ·22+45 = 2025, звiдки x1+x2+ · · ·+x45 = −45

або x1 + x2 + · · · + x45 = 45. Далi, дiлячи кожне з рiвнянь системи на
x1 + x2 + · · ·+ x45 отримуємо

x1 = −1/45,

x2 = −3/45 = −1/15,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x45 = −89/45,

або


x1 = 1/45,

x2 = 3/45 = 1/15,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
x45 = 89/45.

c⃝ 2025, В.В. Бабенко, А.О. Куриляк, О.Б, Скаскiв

Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, механiко-математичний факультет
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап

18 сiчня – 19 сiчня 2025 року, м.Львiв

11 клас

1. Довести, що для довiльних a, b, c, d > 0 виконується нерiвнiсть(
3 + a4

) (
3 + b4

) (
3 + c4

) (
3 + d4

)
abcd

≥ 44.

Розв’язок. Розглянемо функцiю f(t) =
3 + t4

t
=

3

t
+ t3, t > 0. Зауважимо,

що f ′(t) = − 3

t2
+3t2 = 3 · t

4 − 1

t2
= 0 =⇒ t = t0 = 1. При цьому f ′(t) < 0 для

всiх t ∈ (0, 1) та f ′(t) > 0 для всiх t ∈ (1,+∞). Тому, точка t0 = 1 є точкою
глобального мiнiмуму функцiї f(t) на (0,+∞). Тому, f(t) ≥ f(1) = 4 для
всiх t ∈ (0,+∞).

Завершує доведення застосування останньої нерiвностi 4 рази:(
3 + a4

) (
3 + b4

) (
3 + c4

) (
3 + d4

)
abcd

= f(a)f(b)f(c)f(d) ≥ 44.

2. В залежностi вiд значень параметра a розв’язати систему рiвнянь
x+ y + z = a,

x2 + y2 + z2 = 2025,

xy = z2.

Вiдповiдь: при 45/
√
3 ≤ |a| ≤ 45/

√
3 : x = 1

2

(
a2+b2

2a ±
√
D
)
,

y = 1
2

(
a2+b2

2a ∓
√
D
)
, z = a2−b2

2a , D = 10a2b2−3(a4+b4)
(2a)2 , b2 = 2025; при iнших

значеннях a система не має розв’язкiв.
Розв’язок. Зауважимо, що
a2 = (x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2xz + 2yz = 2025 + 2z2 + 2z(x+ y) =

= 2025 + 2z2 + 2z(a− z) =⇒ 2az = a2 − 2025 = a2 − b2 =⇒ z0 =
a2 − b2

2a
при a ̸= 0. Зауважимо також, що при a = 0 рiвнiсть 2az = a2 − 2025 є
неможливою, тому в цьому випадку система розв’язкiв не має.

Залишається розв’язати систему рiвнянь

{
x+ y = a− z0,

xy = z20 .
З цiєї систе-

ми отримуємо квадратне рiвняння x(a− x− z0) = z20 ⇐⇒
x2 + (z0 − a)x+ z20 = 0. Дискримiнант цього рiвняння

D = (z0 − a)2 − 4z20 =
(a2 + b2)2

(2a)2
− 4

(a2 − b2)2

(2a)2
=

10a2b2 − 3(a4 + b4)

(2a)2
≥ 0.

Для того, щоб розв’язати останню нерiвнсть використаємо замiну t = (a/b)2

i перейдемо до нерiвностi 3t+ 3/t− 10 ≤ 0 ⇐⇒ 3t2 − 10t+ 3 ≤ 0 ⇐⇒ 1/3 ≤
t ≤ 3 ⇐⇒ b2/3 ≤ a2 ≤ 3b2. Далi зрозумiло.

3. Розв’яжiть нерiвнiсть
√
3− x−

√
1 + x >

1√
2
.
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Вiдповiдь: x ∈
[
− 1, 1−

√
15

4

)
.

Розв’язок. ОДЗ нерiвностi −1 ≤ x ≤ 3.. Позначимо h0(x) =
√
3− x −√

1 + x. Зауважимо, що функцiя y =
√
3− x – строго спадає, а функцiя

y =
√
1 + x – строго зростає, тому функцiя h0(x) – строго спадає на всьому

iнтервалi (−1, 3), звiдки, h0(x) = 1/
√
2 в єдинiй точцi. Знайдемо цю точку.

Для цього розв’язуємо рiвняння
√
3− x−

√
1 + x = 1√

2
=⇒

3− x+ 1 + x− 2
√
3− x

√
1 + x =

1

2
=⇒ 7

4
=

√
3− x

√
1 + x =⇒

x2 − 2x+
1

16
= 0 =⇒ x ∈ {1±

√
15

4
}.

Але, h0(x) <h (1) = 0 для всiх x > 1, тому єдиний корiнь нашого рiвняння
це x0 = 1−

√
15
4 . Крiм цього, h0(x) > h0(x0) = 1/

√
2 для всiх x ∈ [−1, x0).

4. Розв’язати рiвняння√√
x2 + 2025 + x

x
−

√√
x2 + 2025− x

x
= a.

Вiдповiдь: x = 180a2

4−a4 . Розв’язок. Нескладно зрозумiти, що ОДЗ x ≥ 0.

Позначимо t =
√

1 + 2025
x2 . тодi з початкового рiвняння отримаємо рiвнян-

ня
√
t+ 1 −

√
t− 1 = a. Розглянемо функцiю f(t) =

√
t+ 1 −

√
t− 1 =

2√
t+1+

√
t−1

. Звiдси випливає, що дана функцiя є строго монотонно спадна
на iнтервалi [1,+∞), а її найбiльше значення дорiвнює f(1) =

√
2. Тому

рiвняння
√
t+ 1−

√
t− 1 = a не має розв’язкiв при a /∈ (0,

√
2], при a =

√
2

рiвняння має єдиний розв’язок t = 1. Рiвняння має єдиний розв’язок також
при 0 < a <

√
2. Вiдшукаємо цей розв’язок. Маємо√

t+ 1−
√
t− 1 = a ⇐⇒ t+ 1 = t− 1 + 2a

√
t− 1 + a2 ⇐⇒

2− a2 = 2a
√
t− 1 ⇐⇒ t0 =

(2− a2)2

4a2
+ 1 = t =

4 + a4

4a2
.

Звiдси вже нескладно отримати, що

x2 =
2025

t20 − 1
= 2025

16a4

(4− a4)2
⇐⇒ x =

180a2

4− a4
.

5. Скiльки непорожнiх пiдмножин B з {0, 1, 2, 3, . . . , 12} мають властивiсть,
що кiлькiсть елементiв B дорiвнює найменшому елементу з B? Напри-
клад,множина B = {4, 6, 8, 11} задовольняє умову.

Вiдповiдь: 144. Розв’язок. Якщо множина B має найменший елемент 1, то
вона складається лише з одного елемента: 1. Якщо множина B має наймен-
ший елемент 2, то вона мiстить два елементи i її iнший елемент вибирається
з натуральних чисел вiд 3 до 12 включно; таких можливостей вибору є C1

10.
Якщо множина B має найменший елемент 3, то iншi 2 елементи слiд виб-
рати з натуральних чисел вiд 4 до 12 включно; таких можливостей вибору
є C2

9 . Якщо множина B має найменший елемент k, то iнших k − 1 еле-
ментiв слiд вибрати з натуральних чисел вiд k + 1 до 12 включно; таких
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можливостей вибору є C11−k
k . З умови 12−k ≥ k, тобто, k ≤ 6. Iншими сло-

вами, кiлькiсть непорожнiх пiдмножин B з описаною властивiстю дорiвнює
1 + C1

10 + C2
9 + C3

8 + C4
7 + C5

6 = 144.

6. Довести, що в довiльному чотирикутнику з попарно мимобiжними сторо-
нами двi прямi, що сполучають середини протилежних його сторiн, i пряма,
що сполучає середини його дiагоналей, перетинаються в однiй точцi.

Розв’язок.
Нехай ABCD зада-
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B

A C

D

K L

MN

P

Q

R

ний чотирикутник, AC
i BD – його дiагоналi.
K, L, M i N середини
вiдповiдно сторiн AB, BC,
CD i DA, a Q i P – вiд-
повiдно середини дiаго-
налей AC i BD. Вiдрiз-
ки PN i QL – паралель-
нi i рiвнi як середнi лiнiї
трикутникiв △ABC i △ABD зi спiльною стороною AB, тому NPLQ – па-
ралелограм, а його дiагоналi PQ i NL перетинаються в точцi R, яка є їх
серединою. Аналогiчно вiдрiзки KP i QM – паралельнi i рiвнi як середнi
лiнiї трикутникiв △ABD i △ACD зi спiльною стороною AD, тому KPMQ

– паралелограм, а його дiагональ KM перетинає дiагональ PQ в її сере-
динi – точцi R. Отже, всi три прямi KM , NL i PQ перетинаються в однiй
точцi R.

c⃝ 2025, В.В. Бабенко, А.О. Куриляк, О.Б, Скаскiв

Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка, механiко-математичний факультет
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